XV. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Zenta, 2006. marc. 18-22.

12. osztaly

1. feladat: Legyen x1,xo,...,x, egész szamok olyan sorozata, amelyre fennall, hogy —1 < x; < 2,
hai=1,2,...,n, 21+ 22 +...+x, =196és z? + 23+ ... 22 = 99. Legyen az z} + x5 + ... x> kifejezés
lehetséges legkisebb értéke m, illetve lehetséges legnagyobb értéke M. Mivel egyenld % értéke?

Kiss Sandor (Nyiregyhdza)

1. feladat I. megoldasa: A feltételek szerint x; értéke —1, 0, 1 és 2 lehet. Tegyiik fel, hogy a
darab —1-est, b darab l-est és ¢ darab 2-est hasznaltunk fel. A 0-dkkal nem kell térédniink. Ekkor
T+ 2o+ ..t x, =19 és 22 + 23 + ... + 22 = 99 alapjén,

—a+b+2c =19

a+b+4c = 99.
Vonjuk ki a masodik egyenletbél az elsét: a = 40 — c. Adjuk ket &ssze: b = 59 — 3¢. Mivel b > 0, ezért
0 < ¢ < 19. Vizsgaljuk ezek utdn a x5 + 23 + 23 + ... + 23 kifejezés értékét. A fentieket behelyettesitve

kapjuk, hogy: 23 + 23 + 23 + ... + 22 = —a + b+ 8c. Viszont az a = 40 — ¢ és a b — 59 — 3¢ értékeket
behelyettesitve ide azt kapjuk, hogy:

e+ a3 =194+ 6¢

A kordabban c-re tett feltétel miatt ez akkor minimalis, ha ¢ = 0. Ekkor a = 40, b = 59. fgy m = 19.
Akkor maximalis a vizsgalt kifejezés, ha ¢ =19, s igy a =21, b =2, M = 133.
A keresett tort értéke: % =T.

2. feladat: Az adott konvex « szog belsé tartoményaban van a P pont. Hogyan kell a P ponton
keresztiil meghuzni egy olyan egyenest, hogy a szog szarait B és C' pontban messe, és az ﬁ + ﬁ a
lehet6 legnagyobb legyen?

Szabs Magda (Szabadka)

2. feladat I. megolddsa: Az « sziget az AP egyenes két részre osztja ¢ és a — ¢ szdgekre, mig
az ABP/ a [3 és a szinusz-tétel alapjan:

|AP|sin(a — @)
sin 3

|AP|sin ¢

IBP| = sin(a + ()

és |PC| =

Ebbdl pedig a kovetkezd szamolas adodik:
1 1 sin 8 sin(a + )

BP| " [PC] ~ [AP[sin(a—g¢) | [AP[sing




sin psin 3 + sin(a — @) sin(a + G)
|AP|sin psin(a — @)

zlcos(p — B) —cos(p+ B)] | gleos(p + B) — cos(2a — ¢ + B)]
|AP|sin psin(a — @) |AP|sin psin(a — @)

_ sinasin(a+ 8 —¢)
~ |AP|sinpsin(a — p)’

Mivel a mmmﬁ% kifejezés allando, ezért meg kell vizsgdlni, hogy sin(a — ¢ 4+ ) mikor lesz

maximalis vagyis 1. Ez akkor all fenn, ha o — ¢ + 5 = 90°.
Mivel PABZ + ABP/ = a — ¢ + 3 = 90°, tehdt APB/ = 90°, ezért a keresett irany merdleges az
AP egyenesre, és ekkor teljesiilnek a feltételek.

2. feladat II. megolddsa: Ha PC'||AB és C'P'|BC, akkor "AP'C'A ~ APCA és PC'P'A ~

C

C’ P

P/

ABPA.

Ebbél kovetkezik:
[p'er _ AP o [P PP
PC |AP| |PB| o |AP]’

azaz

[P’ PO AP+ [PTP]
\pC| " |PB] AP 7

tehat
1 1 1

5P " JPC] PO
amelynek bal oldala akkor a legnagyobb amikor |C'P’| a lehetd legkisebb, ez pedig azt jelenti, hogy
P'C'LAP, azaz BCLAP.

3. feladat: Hozzuk a legegyszeriibb alakra a 3 + 232+ 3-3% + ... 4 2005 - 32995 4 2006 - 32006
Osszeget.
Oldh Gyérgy (Komdrom,)

3. feladat I. megoldasa: Tekintsiik az Osszeg kovetkezo felbontdsat:
31432433 4344 4 32005 | 32006
32 4 33 434 4 4 32005 4 32006
33+ 3%+ ...+ 32005 4 32006
34 4 .4+ 32005 L 32006

32005 + 32006

32006



Ha minden oszlopban 6sszeadjuk a szamokat éppen a keresett Osszeg tagjait kapjuk. A feladat tehat a
tablazatban levé szamok Osszegének meghatarozasa.

Adjuk Gssze a szamokat soronként, majd Gsszegezziik a sorosszegeket! Ez azért elonyOs, mert minden
sorban egy-egy mértani sorozat tagjai dllnak. A k-adik sorban levd szdmok Osszege a mértani sorozat
Osszegképlete szerint:

k320077k -1 32007 _ 3k

3F 43kt 4 4320 =3 =
+3 - TR

a sorosszegek Osszege pedig, ismét felhasznalva a mértani sorozat Gsszegképletét,
32007 _ g1 32007 _ 32 32007 _ 32006

5 + 5 + ..+ 5

= 1003 - 3209 — g (1+343°+...+3%%) =

3 379061 401122097 +3

— 1003 . 32907 _ _
003 -3 5 3.1 1

Altaldnositds. Ha n pozitiv egész és q # 1, akkor

ng"tt —(n—1)¢" +1
(q—1)2

q+2q2+3q3+...+nq":q

3. feladat II. megoldésa: Tekintsiik az f(z) = 1+a+22+. . . +22°% fiiggvényt. Kénnyti ellenérizni,
hogy xf'(x) = x + 222 + 323 + ... 4+ 20062290, Teh4t a feladat 3f/(3) értékének a meghatdrozasa. (f’
az f polinom derivéltja)

4. feladat: Az ABCD paralelogramméban a BD &tl6 12, az 4tlok metszéspontja O. Az AOD és
COD haromszogek koré irhaté korok kozéppontjainak a tavolsaga 16. Az AOB haromszog koré irt kor
sugara 5. Hatdrozzuk meg a paralelogramma teriiletét.

Pintér Ferenc (Nagykanizsa)

4. feladat I. megolddsa: Legyen ABCD a paralelogramma, jeldlje Oy, Oz, O3 és Oy az AOB,
BOC, COD és AOD héromszbgek koré irhaté korck kozéppontjat. Jeldlje tovabba ¢ az AOB szoget,
azaz AOBZ = ¢, (0 < ¢ < 7). (14sd az abrat)

Tekintettel arra, hogy az 0102, 0203, O304 és 0104 egyenesek a BO, CO, DO és AO szakaszok
szakaszfelezd merdlegesei, ezért az 01020304 négyszog paralelogramma, tovabbd 010403/ = AOBZ/ =
@. Legyen az E pont az O3 pont merdleges vetiilete az 010, egyenesre. Mivel AO = OC, ezért OsFE =



AO. fgy AO = 030y - sin p = 16sin . A hirképlet alapjin az ABO haromszogbél — melyben a koré
irt kor sugara 5 — kapjuk, hogy AB = 2Rsin ¢ = 10sin ¢. Mivel BO = % = 6, felirhaté a koszinusz
tétel:

AB? = AO? + BO? —2A0 - BOcos ¢,

100sin? ¢ = 256 sin? ¢ + 36 — 192sin ¢ cos ¢.

Utébbi egyenletet eloszthatjuk 12sin? -vel, mivel az nem lehet nulla, és akkor a kovetkezd egyenlethez
jutunk:
3ctg?p —16ctgp 4+ 16 =0,

melybdl két érték adddik: ctge = % vagy ctgep = 4. Ennek megfeleloen két érték adodik a teriiletre:

12 vagy 1728 = 69,12.

5. feladat: Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan P(x) egész egyiitthatés (nem azonosan nulla) poli-
nom, amelyre léteznek x1,xo,...,2, (n > 2) killonb6zd egész szdmok gy, hogy P(x1) = xa, P(x2) =
x3,...,P(x,) = x1 teljesiil.

Kdntor Sdndor (Debrecen)

5. feladat I. megoldasa: Ha létezne ilyen polinom és ilyen egészek, akkor, felhasznalva azt a
tételt, hogy egész egylitthatés (nem azonosan nulla) polinom és a, b kiilonbozé egész szamok esetén
(a —b)|(P(a) — P(b)), teljesiilne:

(z1 — @22)|[(P(z1) — P(22)), sigy  (z1—x2)|(22 — 73),
(w2 —a3)|(P(x2) — P(ws)),  sigy  (z2—xs3)l(xs — z4),

(- 20)|(P@n) = P(z1)),  sigy  (on—21)|(@1 — 2).

Ebbol |21 — 22| < |ze — x| < ... <|z1 — 22|, gy |21 — 22| = |T2 — 23| = ... = |21 — 2| kOvetkezik.
Ez pedig n > 2 esetén kiilonboz6 x4, xs,. .., x, értékekre nem allhat fenn.

6. feladat: Egy 10 x 10-es négyzetbe beirjuk az 1,2,3,...,100 szamokat 1gy, hogy barmely két
egymas utani szam élben szomszédos négyzetbe keriiljon. Igazoljuk, hogy létezik legalabb egy sor vagy
oszlop, amelyik legalabb két teljes négyzetet tartalmaz.

Bence Mihdly (Brassd)

6. feladat I. megoldasa: 10 teljes négyzetiink van, ezek koziil 5 paros. Tegyiik fel, hogy a
négyzetszamok kiillonb6z6 sorokban és kiilonb6zé oszlopokban vannak. Kifestjiik a tablazatot, mint egy
sakktdblat, fehérre és feketére. A péaros és paratlan szdmok ugyanolyan szinil négyzetben lesznek.

Legyenek (z1,y1), (z2,¥y2), - - -, (€10, Y10) azon négyzetek koordinatai, ahol a teljes négyzetek helyezked-
nek el. Mivel a feltétel szerint a teljes négyzetek kiilon sorban és oszlopban helyezkednek el, ezért
X1,Ta,...,210 paronként kilonbozd és {x1, 29, ..., 210} = {1,2,...,10}. Hasonléan, {y1,y2,...,y10} =
{1,2,...,10} is teljesiil. Igy

($1+y1)+($2+y2)++(1’10+y10):2(1+2++10)

paros szam. A péaros kombindcigju parok Gsszege ugyanolyan szint, ezért létezik paros szamu teljes
négyzet, ami ellentmondas.



