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9. osztaly

1. feladat: Bizonyitsuk be, hogy minden k pozitiv egész szamra igaz, hogy a (k+ 1)(k+2)(k+3) -
...+ (k 4+ 2000) szorzat oszthaté 2000%%-nel!
Oldh Gyérgy (Komdrom,)

1. feladat I. megoldasa: Bontsuk primtényezékre a 2000-et! 2000 = 24 - 53. Ez azt jelenti, hogy
200099 = 2499 53:99 — 9396 . 5297 A feladatban szereplé szorzat 2000 egymast kivetd szamot tartalmaz,
amelyek koziil minden mésodik paros, tehat a szorzat oszthaté lesz minimélisan 219%°-nel, tehét biztosan
oszthat6 lesz 2376-nal is. Hasonlé médon a tényezdk kozt 400 lesz, melyek oszthaték 5-tel, vagyis a szorzat
biztosan oszthaté lesz 540%-nal, igy 52°7-nel is. Mivel pedig 2396 és 5297 relativ primek, azért a feladatban
szerepld szorzat oszthaté ezek szorzatdval, vagyis 2000%%-nel.

2. feladat: Ha az ABC haromszég AB és AC oldaldn ugy vessziik fel a D és E pontokat, hogy
DE = DB = EC teljesiiljon, akkor AD = AE = BC'is teljesiil. Mekkordk az ABC' hiromszog szogei?
Katz Sdandor (Bonyhdd)

2. feladat I. megoldédsa: Jeloljiik a BC, AD, AFE szakaszok kozds hosszat a-val, a BD, DE, EC
szakaszokét z-szell Ekkor AB = AC = a + x, tehat a haromszog egyenlészari, a két szér AB és AC
lesz. Jeldljiik a szarszog felét a-val, az alapon fekv6 szogek Osszege igy 90° — av.

Mindezekbdl kovetkezik, hogy BCED egyenlszari trapéz, mivel az ADE és ABC haromszogek
hasonldk a szarszog egyenlOsége, valamint a mellette fekv6 oldalak ardnya miatt, tovabba abbdl, hogy
az BD = EC hiromszog egyenlészari. Ez azt jelenti, hogy ADE/ = 90° — «. Vegylink fel egy F
pontot a DE egyenesen ugy, hogy az ADF haromszog egybevigd legyen ABC-vell AD = BC és
ADE/ = 90° — «, tehat ez megtehets. Ennek a hiaromszognek a DF szdra a 4+ = hosszisigi, tehat
EF = a. Mivel DAF/Z = 90° — a, ebbél pedig DAE/ = 2o miatt FAF/ = 90° — 3a. AE = EF =a
miatt FAF/ = FFAZ = 90° — 3a. Masrészrol viszont tudjuk, hogy DF A egybevagdé ABC-vel, tehat
FEFAZ = 2a. EbbOl pedig, hogy 90° — 3a = 2a, az addédik, hogy o = 18°. A héromszog szogei ebbol
kovetkezben 36°, 72°, 72°.



3. feladat: Igazoljuk, hogy barhogyan is valasztunk ki a 2000-nél nem nagyobb pozitiv egész szamok
koziil 1001-et, biztosan lesz a kivalasztottak kozott két olyan szam, amelyek kiillonbsége 4.
Erdds Gdbor (Nagykanizsa)

3. feladat I. megoldasa: Rendezziik el a szamokat egy 4x500-as tablazatbal

15 9 ... 1993 1997
2 6 10 ... 1994 1998
3 7 11 ... 1995 1999
4 8 12 ... 1996 2000

Tekintve, hogy 1001 = 4-250+ 1, a skatulyaelv alapjdn lesz egy olyan sor, amelybél legalabb 251 elemet
kivalasztunk. Mivel azonban az 500 péaros szam, azért csak 250 szadmot valaszthatunk ki ugy, hogy ne
legyen koztiik két szomszédos. Ez azt jelenti, hogy valamelyik sorbdl kivalasztunk két szomszédos elemet,
ezek kiilonbsége pedig 4 lesz. Ezzel az allitdst bebizonyitottuk.

4. feladat: Az ABC derékszogi haromszog AB atfogdjat a haromszogbe irt kor a D pontban
érinti. Bizonyitsuk be, hogy az AD és DB oldalhosszusagu téglalap teriilete egyenl6 az ABC haromszog
teriiletével!

Szabs Magda (Szabadka)

4. feladat I. megoldasa: Jeloljiik a haromszog oldalait a szokasos médon, legyen a sugar végpontja
altal kialakitott két szakasz c-n x és y (z az A-hoz kozelebbi). A Pitagorasz-tétel alapjan (z+y)? = a®+b?,
tehat 22+ 2xy + 3% = a® +b%. A korhoz hizott érintSk egyenlésége miatt a = y+7, b = £ 47, egymasbdl
kivonva a megfelelé oldalakat a — b = y — x, vagyis a® — 2ab + b* = 22 — 2zy + y2. Ha ezt Osszevetjiik
az elébb kapott egyenldséggel és kivonjuk egymasbol a megfeleld oldalakat, azt kapjuk, hogy 4zy = 2ab,

ab

amit atosztva ry = %, ez pedig éppen a feladat allitdsa.

5. feladat: Az 1 < x < 3 valds szdmokra az f fiiggvényt a kdvetkez6 mddon értelmezziik:

xt —4ad + 522 — 4z +9

fla) = 1+ 4z — 22

Hatdrozzuk meg f legkisebb értékét és azt az x helyet, ahol ezt a legkisebb értéket felveszi!
Arokszdlldsi Eszter (Paks)

5. feladat I. megoldasa: Alakitsuk 4t a nevez6t! 1 + 4z — 22 =5 — (v — 2)2. Ez azt jelenti, hogy
1 <z < 3 esetén a nevezo6 4 és b kozé esik, az 5-0t pedig © = 2-ben veszi fel. A szamldlé is atalakithaté
alkalmas moédon:

xt —da® + 527 —dr +9=2%(x - 22 + (- 2)2 +5=(z —2)%(x* + 1) + 5 > 5,

és konnyen lathatd, hogy csak x = 2-ben lesz egyenl6ség. Mivel pedig a szamlalé x = 2-ben veszi fel a
minimumaét, a nevezd pedig ugyanitt a maximumat, azért a tort is x = 2-ben lesz minimaélis, és az értéke
ekkor f(2) =1 lesz.

6. feladat: Oldjuk meg az egész szamok halmazan a kovetkezd egyenletet:
y(1 —z)? +2(1 —y)* + (z +y)? — 2® — 3> = 2000.

Kovdces Béla (Szatmdrnémeti)



6. feladat I. megoldasa: Végezziik el a miiveleteket és alakitsuk &t ekvivalensen az egyenletet!
z+y+ayle+y)+ (z—-y)? - (z+y) (2> —zy+y*) = 2000

(z+y)(A1+ay—a® +ay—y*) + (x —y)* — 1 = 1999

(z+y) [1-(z—y)?] - [L - (—y)?] = 1999

[1—(z—y)?] (x+y—1) = 1999

Az 1999 pedig primszam, tehat a két primtényezd koziil az egyik 1999 és a masik 1, vagy pedig az egyik
—1999, a masik pedig —1. Ez Osszesen négy esetet jelent, figyelembe véve, hogy x — y egész szam, ezek
koziil az egyetlen lehetséges, hogy 1 — (z —y)2 =1 és z +y — 1 = 1999. Ennek az egyenletrendszernek
pedig egyetlen megoldasa van: x = y = 1000.



