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11. osztaly

1. feladat: Legyen p, az n-edik primszam, és N = p,, + pp+1 (n > 1). Bizonyitsuk be, hogy N
legalabb 3, nem feltétlentil kiilonb6z6 primszam szorzata.
Roka Sdndor (Nyiregyhdza)

1. feladat I. megoldasa: p, és p,4+1 1-nél nagyobb primek, tehat paratlanok, ezért N biztosan
paros lesz. % a két prim szamtani kozepe, tehat p, < % < pn+1- Ez azt jelenti, hogy % Osszetett szam,
igy legalabb két prim szorzata, tehat N legalabb 3 prim szorzata.

2. feladat: A pozitiv egész szdmok sorozatdbdl toroljiik az 1-et, tovabba a 2-vel és 3-mal oszthatd
szamokat. Igy az 5,7,11,13,17,. .. sorozatot kapjuk. Hatdarozzuk meg a sorozat altalanos tagjat.
Szabé Magda (Szabadka)

2. feladat I. megoldasa: Ha elvégezziik az el6irt miiveletet, akkor a megmaradt szamok 6-os
maradéka csak 1 vagy —1 lehet. Természetesen n = 1,2-re k = 1, n = 3,4-re k = 2, és igy tovabb,
altaldnosan n = m, m + l-re k = ™1 4ltaldnosan meghatdrozva is k = [”TH] Igy a szdamok &altalanos

2
képlete 6 %] + (—1)".

3. feladat: Az egész szdmok halmazan oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:

ot — a2ty —aP 4yt =1

Tar Miklés (Ungvdr)

3. feladat I. megoldasa: Alakitsuk 4t az egyenlet bal oldalét!

ot =ty —awy’ +yt =2 (@ —y) @ —y) = (2 -y (@ +ay + )

x és y egész szadmok, ezért minden tényezd is az, tehat ha a szorzat 1, akkor mindkét tényezo
abszolitértékének 1-nek kell lennie, és mivel az elsé tényezé nemnegativ, azért (r—y)? = x?+axy+y? = 1.
A két kifejezést egymésbdl kivonva azt kapjuk, hogy |3zy| = 0, tehdt zy = 0. Ha « = 0, akkor y = +1, ha
pedig y = 0, akkor z = +1. Ezekben az esetekben pedig konnyen ellenérizhet6, hogy mindig megoldast
kapunk.

4. feladat: A korbe irt ABC D négyszog AC atldjanak a felez6pontja a BD atlon van. Bizonyitsuk
be, hogy
AB? + BC? + CD* + DA*> = 2BD*.

Szabs Magda (Szabadka)

4. feladat I. megoldasa: Jeloljik M-mel AC felezopontjat! A CDA és az ABC héromszog
stulyvonaldnak kiszamitasa az ismert képlettel torténik:

4DM? = 2(AD? + DC?) — AC?

4DM? = 2(AB? + BC?) — AC?



Tudjuk még, hogy BM - MD = AM - MC = ATCz. Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

AB? + BC? 4+ CD?* + DA? = 2(DM? + BM?) + AC? =

A 2
— 2(DM? + BM?) +2.2. TC — 2(DM + BM)? = 2BD?,

és éppen ezt akartuk bizonyitani, belattuk a feladat allitdsat.

5. feladat: Hatarozzuk meg azt a legnagyobb p egész szdmot, amelyre igaz, hogy az 1, 2, ..., 99, 100
szamok barmely permutaciéjaban van 10 egymast kovetd elem, amelyeknek Gsszege legalabb p.
Urbdn Jdnos (Budapest)

5. feladat I. megoldasa: Ha vessziik a kovetkezo permutéacidt:
100, 1, 99, 2, 98, 3,..., 51, 50

Ebben a permutédcidéban az els6 tiz elem 6sszege 505 Emellett akdrhogy vesziink tiz szomszédos szamot,
ha 50-nél kisebb az elso, akkor az els6 kettd, a méasodik ketts , és igy tovabb, az 6t6dik kettd Osszege is
100 lesz; ha 50-nél nagyobb az els6, akkor ugyanezen parok osszege mindig 101 lesz. fgy tehat akarhogy
vélasztunk 10 szomszédos szamot, azok 0sszege mindig vagy 500 lesz, vagy pedig 505. fgy a feladat 4ltal
kért p szdm legfeljebb 505 lesz, hiszen ha nagyobb lenne, akkor lenne olyan permutdcié (éppenséggel
ez), amelyben semelyik szomszédos szdm-10-es Osszege nem lesz legaldbb akkora, mint p.

Masrészrol ha barmely 10 szomszédos szam Osszege kisebb lesz 505-nél, akkor a1-t6l kezdve tizesével
csoportositva az elemeket, minden csoportban 505-nél kisebb lesz az Gsszeg, ezeknek az Gsszege viszont
kiadja az Osszes szam Osszegét. Tiz csoport lesz, ez azt jelentené, hogy a szamok Gsszege 5050-nél kisebb,
azonban 1-t6l n-ig az egész szamok Osszege @, ebben az esetben 5050. Nem lehet tehat, hogy minden
csoport Osszege kisebb legyen 5050-nél, tehat lesz legaldbb egy, amelyben az 6sszeg legalabb 505. fgy az
505 megfeleld p lesz, és mivel néla nagyobb p nem lehet, azért p = 505 a feladat megoldasa.

6. feladat: Igazoljuk, hogy barmely x,y, z pozitiv szdmok esetén fennéll az

r+y+=z

VL a2 ¢ (Vo - VP + (VT VAR (VE - Vi)

egyenléség. Altaldnositsuk a feladatot.
Bencze Mihdly (Brassd)

6. feladat I. megolddsa: Végezziink ekvivalens atalakitasokat!

o4yt =3957E 2 3 (V- vi) + (Vi- V) + (Vi - va)’)
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3 (2x2 +2y% + 222 — 2\ /Ty — 2/y7 — 2\/zx)

VETY Yz +Vze > Yryz

Ez pedig lathatéan a szamtani és mértani kozép kozti egyenlotlenség | /zy, /yz, v/ zx valtozokra.
Teljesen analég modon lathatd be az allitas n valtozdra is:

T+y+z—3Yryz >
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— Yx1Ty... Ty > o
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Ahol az z;-k pozitivak, és x,11 = x1.



